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ERDEKES KAOTIKUS MECHANIKAI RENDSZEREK

INTERESTING CHAOTIC MECHANICS SYSTEMS
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OSSZEFOGLALAS

A kdosz egyszerii rendszerek bonyolult idobeli viselkedése. A kézépiskolak és az alsobb éves
egyetemi kollégiumok kisérleteiben vagy feladataiban eldfordulo fizikai (elsosorban
mechanikai) rendszerek kis modositdssal kaotikussa valnak. Ezek a példak is alatamasztjak
azt a tényt, hogy a minket koriilvevo vilagban a kaotikus viselkedés nem kivételes, hanem
éppen ellenkezoleg: tipikus.

ABSTRACT

Chaos is the complicated temporal behaviour of simple systems. The physical (mainly
mechanical) systems occurring in the experiments and problems in secondary schools and
lower-grade university lectures become chaotic if some slight modifications are made. These
examples support the fact also that in the world surrounding us chaotic motion is not
exceptional but on the contrary: typical.
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BEVEZETES

Az utobbi néhany évtized jelentds tudomanyos felfedezése, hogy 1éteznek, sét, nagyon is
gyakoriak az egyszeri — né¢hany ,,alkatrészbol” allo, fizikus nyelven: kis szabadsagfokt —
rendszerek bonyolult iddbeli viselkedései, mozgasai. Az ilyen, ugynevezett kaotikus
jelenségekben, a bonyolult viselkedés eredete bizonyithatéoan az Osszetevok nemlinedris
kolcsonhatdsa, melybdl kovetkezik a mozgasegyenlet nemlinearis volta is [1,2]. A
nemlinearis mozgasegyenleteknek rendszerint nincs zart alakban megadhaté megoldasa, igy —
a kozépiskolakban szokasossal ellentétben — a mozgaspalya sem irhato le egy (vagy véges
szamu) egyenlettel. Ilyenkor szamitogép segitségét kell igénybe venniink, s numerikus
szimulacioval meghataroznunk a mozgéspalyat.

A LEGTOBB KOZEPISKOLAI MECHANIKAI PROBLEMA KICSI MODOSITAS
UTAN KAOTIKUSSA VALHAT!

A kéosz széleskorii tanulméanyozasara a szamitogépek megjelenése teremtette meg a
feltételt. Szamitogépes szimuldcidkkal konnyedén vizsgalhatunk tobbek kozt olyan egyszerii
mechanikai rendszereket is, melyek a kozépiskolaban ismert és tanitott példak kis
modositasai.

Gondoljunk példaul a matematikai ingara, mely a fizika egyik egyszerii alapproblémaja, a
kozépiskolai oktatdsnak fontos része. Mozgasa egyszerli, periodikus. Tobbféleképpen
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atalakithatjuk, melyek koziil most vizsgaljunk meg két lehetoséget: amikor a felfiiggesztést
vizszintesen rezgetjiik, harmonikusan (szinuszosan) mozgatjuk (1.a dbra), illetve amikor az
inga szarat rugalmassa tessziik (1.b abra). Az el0bbiben legyen a szogsebességgel aranyos
surlodas is (disszipativ rendszer), a masodik viszont surlédasmentes legyen (konzervativ
rendszer). (Az egyszeriiség kedvéért mindkét inga fliggdleges sikban mozogjon.)
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1. dbra. A vizszintesen gerjesztett (a) és a rugds (b) inga.

Tekintsiik eldszor az a) esetet. A bonyolult mozgasokat specidlis &brazolasok, un.
leképezések segitségével szoktak vizsgalni. Készitsiink a gerjesztett ingarol stroboszkopikus
leképezést [1,2,3,4]! A mozgast olyan koordinatarendszerben (fazistérben) abrazoljuk, ahol a
vizszintes tengely az inga kitérésének pillanatnyi szoge, a fliggdleges pedig a szogsebessége.
Ilyen abrazolasban az inga mozgasat egy folytonos vonal jeleniti meg. A stroboszkopikus
leképezésnél azonban erre a fazistérbeli vonalra a gerjesztd periddusidonként tekintiink csak
rd, s az akkori pillanatnyi helyzetét (kitérés szogét és szogsebességét) abrazoljuk egy ponttal.
A felfiiggesztést mozgatd harmonikus rezgés minden egyes periddusa alatt csak egyetlen pont
képzddik le. Tehat a mozgast folytonos vonal helyett most mar egy ugralé pontsorozattal
kovetjik.

Természetes mdédon adodik a kérdés: periodikus mozgast végzé inganak mi a képe a
stroboszkopikus leképezésen? Minden periodikus mozgést végzd rendszer meghatarozott
idénkén (periddusidonként) definicid szerint ugyanolyan allapotba keriil, tehat ha
periddusidonként képziink le egy pontot (nézziikk meg a mozgésallapotat), akkor az mindig
ugyanaz lesz. Barmeddig végezziik a szimuléaciot, a leképezés minddssze egy pont lesz.

Mi torténik, ha bekapcsoljuk a gerjesztést? Bizonyos paraméterek (surlodas, gerjesztd
amplituadd ¢és gerjeszté frekvencia) mellett a leképezett pontok teljesen Ossze-vissza,
szabalytalanul ugrdlnak. Par ezer pont leképezddése utan (egy mai szamitogéppel ez kb. 10
masodpercig tart) azonban kezd kirajzolodni egy hatarozott struktara, lathatova valik az un.
kaotikus attraktor (2. dbra). A kaotikus attraktor egy geometriai alakzat, méghozz4 nem is
akarmilyen: egy fraktal [1,2,5]. Barmilyen kezdofeltételbdl inditjuk is a mozgast, mindig erre
a strukturara ugral r4 a pont (ezért hivjuk attraktornak), majd utana szabdlytalanul mozogva a
kaotikus attraktoron marad. A kaotikus attraktort azért latjuk, mert elegend6 id6 alatt a rajta
ugral6 pont szép lassan kirajzolja nekiink az egész szerkezetet. A kaotikus attraktor kiterjedt,
de mégis nulla térfogatu (sikban: feliilet{1), 6nhasonlo, szalas struktira, azaz akarmilyen nagy
nagyitast készitlink rola, mindig azonos bonyolultsagu szalas szerkezetet fogunk latni.

Ne felejtsiik el, hogy egy periodikusan mozg6 inga képe a stroboszkdpikus leképezésen
csak egyetlen pont lenne. A kaotikus attraktorhoz, ehhez a végtelen szamu kis szalbol allo
,hajtogatott leveles tésztahoz™ [4] tartoz6 kaotikus mozgas tehat ,,végtelenszer bonyolultabb”,
mint egy periodikus.

Ez azonban nem jelenti azt, hogy barhogyan mozoghat! Tudniillik nem zajrol van sz6. Ha
zaj lenne, akkor a stroboszkopikus képen egy teriiletet, igaz véletlenszerlien ugralva, de
besatirozna. Zaj esetén — a leképezés pillanatdban — tetszdleges kitéréshez tetszdleges
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sz0gsebesség tartozhatna. Esetlinkben azonban nem errdl van szo. A szdg-szogsebesség sikon
hatalmas iires foltok vannak, s ha megnézziik, hogy egy adott x, kitéréshez milyen v,
szogsebességek tartozhatnak (szemléletesen: ahol egy képzeletbeli fliggdleges vonal metszi a
struktarat), akkor lathatjuk, hogy bar valoban végtelen kiilonb6z6, de csak bizonyos
meghatdrozott értékek lehetségesek.

=21
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2. dbra. A gerjesztett inga (1.a abra) kaotikus attraktora a stroboszkdpikus leképezésen. x,
a kitérést, v a szogsebességet jeloli. Az n index az egymas utan leképezett pontok
sorszamozasara utal.

Az 1.b abran bemutatott rugds ingdnak magyar vonatkozast tudoménytorténeti jelentosége
is van [6,7,8]. Az 1965. évi OKTV masodik forduldjanak elsé feladatdban szerepelt egy
nyujtatlan, vizszintes rugora akasztott test, melyet elengednek. A kérdés: mekkora a rugd
megnyuldsa, amikor a test éppen a felfiiggesztési pont alatt halad at?

Utdlag deriilt ki, hogy a feladat nem megoldhaté! Vermes Miklost, az ismert
fizikapedagogust, az OKTV bizottsagdnak elndkét nem hagyta nyugodni a probléma.
Azonban hosszas szdmolgatassal is csak kozelité eredményt tudott megadni arra az esetre, ha
a rugd megnyulasa kicsi [6]. Vermes Miklds nem elégedett meg a szamitasi eredményeivel,
ezért, az akkor modernek szamité Ural II elektroncsdves szamitogépen folytatta a kutatast.
Egyszerli numerikus modszerekkel szimulalt hét kiilonb6z6 kezddfeltételbdl inditott mozgast,
melyek hossza — az inga valds idejében szdmolva — koriilbeliill minddssze 3 masodpercig
tartott (3. abra) [7]. Modern numerikus modszerekkel és a mai szamitogépek teljesitményének
kihasznalasaval konnyedén tudunk nagysagrendekkel hosszabb szimulaciokat is végezni. Ezt
meg is tettiik [8], s nemcsak hosszabb idejii térbeli palydkat rajzoltunk fel, hanem a 2. dbrdhoz
hasonlo leképezéseket is készitettiink.

Kideriilt, hogy a Vermes Mikloés altal vizsgalt hét mozgasbdl hdrom volt kaotikus, s négy
kvaziperiddikus (egy kaotikus rendszerben is léteznek periodikus és kvaziperiodikus
mozgasok, még azonos paraméterek mellett is, fiiggden a kezdéfeltételektdl). O azonban
semmit nem tudhatott err6l, hiszen a kdoszelmélet els6 alapcikkei az 1960-as években
jelentek meg. Mint megvalaszolandd kérdés, a probléma valdszintileg fel sem meriilt. Minden
bizonnyal a ,,szabalytalan” jelzdvel illette volna a mozgésokat.
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3. abra A rugds inga néhany masodperces térbeli palyéja két kiilonbozo rugderd és tomeg

abrazolasanak rekonstrukcidja.

Ez a példa is ravilagit a kaotikus mozgasoknak a szamitégépes vizsgalata soran felmeriild
érdekes ¢és fontos jellemzdjére: egy kaotikus rendszer tulajdonsagaiba nem nyujt betekintést a
mozgasegyenlet puszta alakja! Esetlinkben nemcsak leképezések megalkotdsahoz, hanem még
a felfliggesztési pont alatti els6(!) athaladas kiszamitdsdhoz is szamitogép segitségét kellett
igénybe venni.

Hiaba egyszerli tehat egy mechanikai rendszer. Mivel a mozgasegyenletek nemlineérisak,
konnyen kialakulhat kéosz. Ilyenkor viszont a tulajdonsdgok felderitéséhez mar
nélkiilozhetetlen a szamitogép, mellyel a sz6 valodi értelmében ,felfedezés” a feltard
munka...

Vermes Miklos 1967-es cikke az ebbe az irdnyba tett elsd 1épés a magyar fizikdban.

A felvillantas szintjén, a téma irant érdekl6dok kedvért megemlitiink hat tovabbi olyan
kaotikus mechanikai rendszert (4. dbra), melyek a modositdsok utan kaotikussa valtak [1,2]:
a) ejtogép, ahol az egyik tomeg fliggdleges sikban kilenghet, b) kettds inga, ¢) magneses inga
(harom magnest helyeziink a ferroméagneses végli inga ald, mely némi ,,bolyongés” utdn az
egyik magnes folott all meg), d) rezgd lemezen pattogd golyo, €) anharmonikus oszcillator
(rugo), f) szemben allo lejtékon pattogd golyo.
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4. édbra. Egyszerli mechanikai rendszerek olyan modositott valtozatai, melyek kaotikus
mozgasra is képesek.
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A KAOTIKUS RENDSZEREK LEGFONTOSABB TULAJDONSAGAI

Az eddig elmondottak alapjan, illetve azt kiegészitve, foglaljuk Ossze a kaotikus
rendszerek legfontosabb jellemz6it [1,2]!

A kdosz egyszerii rendszerek bonyolult idobeli viselkedése. E meghatarozas szerint a kdosz
(a hétkoznapi szOhasznalattal szemben) nem térbeli, nem statikus rendetlenség. A kdosz tehat
egy mozgasi tipus, altalanosabb értelemben iddbeli fejlddés. Szamos hétkéznapi folyamat (a
biliard vagy a flipperautomata golyojanak mozgasa, aramkorok begerjedése, festékek
keveredése) mellett szerepel miiszaki, kémiai, biologiai jelenségekben, betegségek
lefolyasaban, gazdasdgi részfolyamatokban, és joval nagyobb léptékben: példdul a Fold
magneses tengelyének valtakozasaban vagy a Naprendszer alkotéelemeinek mozgéasaban.

A mechanikédban a Newton egyenlet hatarozza meg a mozgast, tehat a kaotikus mechanikai
rendszerek elvi szinten determinisztikusak. Mégis, a kaotikus rendszerek valosziniiségi
viselkedést mutatnak és mozgasuk elorejelezhetetlen. Az elérejelzési idon tul a palya fogalma
értelmetlenné valik, csak a valosziniiségi leirds értelmes.

Egyszerre determinisztikus €s eldrejelezhetetlen. Nincs itt valami ellentmondés? Nincs, s
ez konnyen megérthetd az alabbi gondolatkisérletiink segitségével. Hatarozzuk meg egy
kaotikus mechanikai rendszer (mondjuk rugds inga) kezdodfeltételeit ezred pontossaggal.
Nézziik meg, mennyi ideig mozog egyformén két olyan egyforma rugds inga, melynek egy
ezred eltérés volt a kezddéfeltételeik kozott. Kideriil, hogy mondjuk tiz mésodpercig. Tehat
ezred pontossaggal megmért kezdofeltételii rugds inga helyzetét tiz masodpercig tudom
meghatarozni. Rendben, akkor I1épjiink tovabb: hatdrozzuk meg (mérjiik meg) a
kezdofeltéteket ezerszer pontosabban, azaz milliomod pontossaggal! Kideriil, hogy husz
masodpercig tudok josolni, ha pedig millidrdod pontossaggal mérek, akkor is csak harminc
masodpercig. Lathatd, az exponencialis hibandvekedés miatt (ami csak a kaotikus rendszerek
jellemzdje!) esélyiink sincs, hogy egy ilyen rugods inganak a helyzetét egy percen tul is meg
tudjuk josolni. Nemcsak gyakorlatban, hanem elvileg sem! Vessiik ezt 0ssze azzal, hogy a
szabalyosan mozg6 égitestek helyzetét évtizedekre, sot, évezredekre (!) is képesek vagyunk
meghatarozni. Osszefoglalva: a kaotikus rendszerek el6rejelezhetetlenségének oka a kezdeti
feltételekre mutatott extrém érzékenység.

Fontos hangstlyozni, hogy a kaoszt nem kiils6 hatasok, hanem a belsé dinamika, az
allandosult instabilitds okozza. A kdosz nem zaj, hanem ,,atmenet” a szabdlyos mozgas ¢s a
zaj kozott.

A kaotikus mozgas semmilyen idoskalan nem ismétli onmagat, tehat egy kaotikus rendszer
egy adott pillanathoz tartozé mozgasallapota — barmeddig is mozog — csak egyszer fordulhat
eld.

A KAOSZ OKTATASANAK PEDAGOGIAI VONATKOZASAI

Természetes modon adédik a kérdés: a kaotikus jelenségeket tanitsuk-e a
kozépiskolasoknak €s az alsobb évfolyamos egyetemistaknak, vagy sem [9,10,11,12]? Az
igen mellett gyakori érv, hogy — mint kideriilt — a vildgunkban a kaotikus jelenségek nem
kivételesek, hanem tipikusak. Ha pedig igy van, akkor milyen alapon tanitjuk csak a
kivételeket? (Persze a hangsuly a ,,csak”-on van, ugyanis az alapismeretek elsajatitasa
kétségteleniil a ma is tanitott egyszerli (nem kaotikus) mozgasok utjan valdsithato csak meg.)
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A kaosz oktatasanak azonban lenne szamos ,,jarulékos” haszna, egy€b pedagdgiai hozama

is. Talan ezek az elényok még 1ényegesebbek is. Mik is ezek? A szdban forgd teriilet oktatasa
pedagdgia, didaktikai szempontbdl megfontolasra érdemes az alabbiak miatt:

az érdekes témak motivacios szerepe és ereje,

az esztétikai élményt nyujtd dbrazolasok,

a tevékenység centrikus oktatas lehetdsége,

a hallgatok/diakok 6ndllo (kutato)munkdjanak lehetosége,
a megtapasztalhat6 ,, felfedezés élmény”,

a természetes moédon adodo szamitogép haszndlat,

a természettudomanyos és filozoéfiai szemléletformaldas,

a csoportmunka esetén a kooperativ képességek fejlodése.
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