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NUMERIKUS MODSZEREK A DIAKKORI MUNKABAN

NUMERICAL METHODS IN A HIGH SCHOOL WORKSHOP

Jaloveczki Jozsef
Szent Laszlo Altalanos Miivelddési Kozpont Gimnaziuma, Baja

OSSZEFOGLALAS

Kozépiskolaban diakkoros foglalkozasokon fizikai jelenségek leirasara 1999 ota alkalmazunk
matematikai modelleket, szimulaciokat. Ismertetem az altalunk hasznalt 3 numerikus modszer
lényegét, konkrét fizikai példakkal. A szemlélteto programokat egy didkkérds tanulo irta. Az
elso példa ejtoernyos mozgdsa kozegellendllassal. A mozgasegyenlet megoldasat Euler-
modszerrel és analitikusan is elvégeztiik. Az asztalrol lecsuszo lanc mozgasa surlodadssal
analitikusan mar bonyolultabb, leirasaban Euler és Feynman modszerét hasonlitottuk dssze.
A fizikai inga mozgasat 4-ed rendii Runge-Kutta modszerrel abrazoltuk csakugy, mint Lorenz
hires pillango effektusanak attraktorat.

ABSTRACT

In our high school workshop we have been studying different phenomena in physics since
1999 applying mathematics and simulations to characterise them. I ’ll introduce our three
numerical methods in practical physics examples. The computer programs have been
developed by a student of mine. The equation of the falling parachute has been worked out
both analytically and numerically. The sliding chain from a horizontal surface is a more
complicated analytical problem for the friction. We applied Euler’s and Feynman’s methods
and compared their graphs. We displayed the trajectory of the physical pendulum with the
fourth order Runge-Kutta method as well as with the well-known ’Butterfly Effect’ of Lorenz.
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DIAKKORUNK

Diakkoriink 1999-ben alakult a bajai Szent Laszl6 AMK-ban, Mandelbrot
Tudoményos Didkkor néven. Elsd terveink kozé tartozott a fraktalok megismerése. Késdbb a
program kibdviilt a fizikai jelenségek szadmitogépes modellezésével. ElsOsorban a
természettudomanyokat, matematikat, szamitégépes programozast kedvelé tanulok
jelentkeznek. Hetente 2 dra rendszeres munka, ami gyakran otthon folytatédik. A didkkor
1étszama valtozd egy tanévben atlagosan 7-10 f6. A végzett didkkordseink nagy része
miiszaki, tudoményos palyat valaszt.

MIERT HASZNALUNK NUMERIKUS MODSZEREKET?

A kozépiskolaban tanult természettudomanyos targyak, koztiik elsdésorban a fizika gyakran
hasznal differencidlegyenleteket a mozgasok, jelenségek idobeli valtozasanak leirdsara. Ha
valos problémakkal szeretnénk szakkoron, didkkoron foglalkozni, akkor az elméleti leirés, de
foleg annak egzakt megoldasa meghaladja a kozépiskolaban elsajatithatd matematikat. Még a
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matematikaban jeleskedd tanulék sem jutnak tovabb a néhany egyszerii, szeparalhatod
kozonséges differencidlegyenlet analitikus megoldasanal. A differencidl-€s integralszamitas
alapjainak elsajatitasa utan a felsobb éves érdeklodé diakok elegenddé matematikai- és
informatikai tudassal birnak ahhoz, hogy néhany numerikus modszer alkalmazasaval oldjanak
meg a valés életbdl vett természettudomanyos problémat. A kapott eredményeket,
grafikonokat célszerii 6sszevetni a tényleges megfigyeléssel, méréssel kapott adatokkal.

MILYEN MODSZEREKET HASZNALUNK?

Ko6zonséges, els6-¢s masodrendli linedris (idonként nemlinedris) differencidlegyenletek
megoldéasara kiilonféle numerikus modszerek léteznek . A didkkoron ezek koziil harom
modszert alkalmazunk.

EULER-MODSZER
Ismerve az y, értékét az x, pontban (vagy ¢, pillanatban), keressikk az y, ,, ért€két az

X,,, =X, +h pontban (vagy ¢, =t, +dt pillanatban), ahol % illetve dfismert. Mivel a

n+l
mechanikai problémdak tobbségénél valamely jellemzd (ut, sebesség stb.) idObeli alakuldsat
szeretnénk vizsgalni, a tovabbiakban az idébeli valtozasokkal irjuk le a modszereket.

Legegyszeriibb megoldasnak a Taylor sorfejtést valaszthatjuk és y, ., -et sorba fejtjiik a ¢,

pillanat kortiil és az els6 két tagot tekintjiik:

ZM+...

5 (1)

Voo =2, +dt)=y(t,)+dt-y(t,)+dt

yn+l_yn=An+1=dt.y+O(dt2) (2)
ahol O(dt™) olyan hibatagot jelent, mely dt-ben m-ed rendd.

Megallapodéas szerint m-rendiinek nevezziik a moddszert, amennyiben a hiba tag
O(dt™") tipusti. Ennek értelmében az Euler modszer elsérendii. Az egy 1épésben elkdvetett

hiba dt*rendii. igy az idébeli valtozasokat leird mennyiségre kapott rekurzios formula:

Yo =y(t=0)
J./rHl :yn+dty(tn’yn)

. 3
yn+1 ::yn+dt'y(tn’yn) ()

Példa : ejtéerny6s mozgasa a gravitacios erd és a sebességgel aranyos fékez6 erd hatasara:

SF=m-a=F _-F 4)

grav Jfék
. c .
a=y=g--J )

Analitikus megoldas y -ra, vagyis az ejtdernyds sebességére:

V(t) :_)‘/ :%(l_emiJ (6)

A megfeleld paraméterek (c,m) és a kezdeti feltétel megadasaval a sebesség Euler
modszerrel és analitikusan is abrazolhat6. Euler modszerrel (3) szerint abrdzolva (1.abra), ha a
paraméterek ¢ =0,5;m =1; y(t = 0) =100; y(t = 0) =0 SI egységben :
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1. abra : ejtéernyds sebessége Euler -mddszerrel, dt =0,0005s

Mivel az analitikus modon kapott sebesség az adott paraméterek mellett csak kevéssé tér el
az Euler-modszerrel 4brazolt gorbétdl, feltiintettiik, hogyan valtozik a két modon kapott
sebességek maximalis eltérése az id6lépés ndvekedésével (2. abra).

Analitikus és Euler modszer eltérése
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2. ébra: az ,,ejtéerny0s” sebességének maximalis eltérése az analitikus megoldas és az Euler-
modszerrel tortént szamolas k6zott, az 1dokoz novelésével

FEYNMAN MODSZERE (MODOSITOTT EULER-MODSZER)

Az Euler-modszerben a test mozgasat 0gy irjuk le, hogy az 0j helykoordinata a réginek és a
sebesség dt-szeresének az 0sszege. A sebességet az intervallum elején 1€vo értéknél
allandonak vettiik. Ehhez képest pontosabb a mddszer, ha az intervallum kdzepén vett
értékkel, azaz az idokozre vett atlagsebességgel szamolunk [1].

x(t+dt)=x(t)+dt-x(t+dt/2)
X(t+dt)2)=x(t—dt/2)+dt - i(t) 7
A szamolas els6 és utolso 1épéseként Euler modszerét alkalmazzuk.

Példa : Lanc lecstiszasa vizszintes asztalrol [2]

Egy sima vizszintes asztalrol / hossza lanc csuszik le. A mozgas kezdetekor a lancnak mar
x hosszu része csuszott le az asztalrol. A ldncra minden idépontban az asztalr6l addig a
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pillanatig lecsuszott x hosszisagu lancdarab stulyaval egyenld F eré hat. Ha az egész lanc
stlya G, a kovetkezd aranyt kapjuk:

=== ®)
Ezen kiviil hat az asztallal val6 surlddasi erd, ami az asztalon 1év0 rész sulyaval aranyos:
F=k- =50 =x) ©)

Newton II. torvényével allandé egyiitthatos, masodrendti (lineéris) differencidlegyenletet
kapunk (8) és (9) alapjan:

x—§(1+k)x+g-k=o (10)

A (10) mozgasegyenletet megoldottuk Euler (3) és a Feynman (modositott Euler) modszer
(7) szerint is. A lanc asztalon 1évé hosszanak valtozasat a 3.4bran, a lecsuszas sebességének
iddbeli alakulasat a 4. dbran lathatjuk Feynman moédszerével szdmolva. A két modszer kozotti
kiilonbség az alkalmazott dt idolépésnél nem feltlind, ezért az 5. dbran abrazoltuk a novekvod
idolépéssel alakulo eltérésiiket.

lanchossz az asztalon (Feynman-modszerrel)
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3. abra: lanchossz az asztalon (dt =0,000065s; k =0,05; / = 4m; x =0,5m)

Lancsebessag{Feynman modszer)
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4. dbra: a lecsuszas sebessége (dt =0,000065s; v0 =0m/s; k = 0,05; x =0,5m)

schességim's)
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Maximalls eltérés a lanchosszban

Idilipis [5)
5. &bra : az asztalon 1év0 lanchosszra kapott maximalis eltérések alakuldsa az intervallum
novelésével Euler - és a modositott Euler (Feynman) médszerek kézott

NEGYEDRENDU RUNGE-KUTTA-MODSZER
Az eljaras 1ényege segédvaltozokkal:

kl Edtf(tn’yn)

dt k
k,=dt- f(t, +—,y, +—
2 f(n 2 yn 2

dt k
ky=dt- f(t, +—,y, +—=
3 f(n 2 yn 2)

k,=dt-f(t,+dt,y, +k;)
Vsl :yn+%(k1+2kz+2k3+k4) (11)

Az egy 1épésben elkdvetett hiba dt’ rendii.[3]. Egy N-ed rendi eljarasban a hiba kozelitéleg
dt"*'. A hibak idében halmozodnak, de ez a halmozddas nem feltétleniil lineéris. A Taylor-
sorfejtés véges szamu taggal valo kozelitésébdl adodo hiba mellett egy masik hibaforras a
kerekitési, szamabrazolasi hiba. Ennek teljes jaruléka n6 a 1épések szamaval, ezért a

dt idolépést talsagosan kicsinek sem érdemes valasztani.[4]

Példa : fizikai (rad) inga, a szogsebességgel aranyos strlodassal. A (11) eljarasban szerepld y
vektor komponensei a sz6g, szogsebesség €s szoggyorsulasok. A mozgasegyenlet:

¢=—3Tgsingo—k-¢) (12)

szogkitérés(rad)-idé

e

6. 4bra: az inga szogkitérése RK4 modszerrel (I=1m; ¢¢=60"; k =1;dt =0,0008s)
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7. 4bra: a fizikai inga fazissikja (I=1m; po=60"; k =1;dt =0,0008s)

Osszehasonlitottuk a hiarom moédszerrel kapott szogkitéréseket kiilonbozé ndvekvd
1d6kozzel, ugyanolyan paraméterek és kezdeti feltételek esetén (8.4bra).
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8. abra: a kiilonb6z6 modszerek maximalis eltérése novekvo 1€péskodz szerint dbrazolva

ERDEKESSEG: LORENZ-ATTRAKTOR
Edward Lorenz amerikai meteoroldégus 1963-ban fedezte fel, hogy az azéta réla elnevezett

x=0-(y-x)

y=r-x-y-x-z
Z==b-z+x-y (13)

légkori modellben ,az r=28;0 =10;b=_8/3paraméterek mellett, apr6 kezdeti
kiilonbségek esetén is az eltérés az id6 exponencialis fliggvényeként novekszik, €és ez a gyors
hibandvekedés hitsit meg minden eldrejelzést..

Itt a (11)-ben szerepld y vektor komponenseit rendre az x,y,z valtozokkal helyettesitettiik
¢s a kapott egyik (x-z ) sikbeli attraktort abrazoltuk (9.4bra)
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9. abra: Lorenz modelljének lepkeszarnyakra emlékeztetd attraktora

Ez volt az els6 példa az eldrejelezhetetlenség megjelenésére kis szabadsagfoku autondém

rendszerben. A Lorenz-modell azéta a folytonos idejli kaotikus rendszerek alappéldaja lett.
(Pillangohatas).[5]
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